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概要
Ａｂｓｔｒａｃｔ
Ｗｅｐｒｏｖｅｈｅｒｅａｖｅｒｙｓｉｍｐｌｅbutusefillalmostsureconvergence
theoremtheapplicationofwhichwillbegiveneleswhere．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ；almostsureconvergence・
MathematicsSubjectClassificatiｏｎ；６０F99．
(Q,〆,Ｐ)をある確率空間とし、Ｘ":＝Ｘ北)，（”＝1,2,3,…）を、この
確率空間での確率変数で、ｘ池)≧ＯｆｂｒｖＵＥＱを満たすとする。
Ｅ{X}:=E{恥)}=んX("')州
で、この空間の確率変数ｘ＝ｘ(")の期待値(平均)を表すとする。自然
数列｛K､}経,で、Ｋ,腿くＫｈ‘+１，Ｋｍ→＋ＣＯ(asm→＋CO)を満たすも
のを一つ固定する。すると、次の有用な定理が得られる。
Theoreml定理１
ＥＩＺＸＫ"0+!"心)l〈十°Ｃ/orＯ〈V1,"≦Ｋｹ"+１－Ｋ"､，（１）
ｍ＝１
を満たせば、
Ｘ小)→OajmostsureIyonQ(ａｓ冗→CO)．（２）
である。
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証明proｏｆ定理の結論を正確に述べると
Ｐ{uﾉＥＱｌＶＥ＞０，ヨjV三jV(E,"ﾉ),Ｘ"(ｕｊ)≦ＥノｏｒＶｎ≧ﾉV}＝１（３）
となる。この結論を否定すると、
P{し4ﾉＥＱｌヨE(")＞０，ＶﾉＶＥＮ,ヨ、三”(")≧ﾉV,Ｘ"(uﾉ)＞E(αﾉ)｝＞０(4)
となるが、これを仮定して矛盾を導き、定理を得る。
(4)は、Ｐ{A}＞Ｏｗｉｔｈ
Ａ:＝{しＪＥＱｌヨE((J)〉0,ﾖ{"j三”ん)}異,,ｎｊ→CO,Ｘ"ル)〉E(uﾉ)｝(5)
に同値であることに注意して、
Ｂ、：＝｛uﾉＥＱｌＸ"(し４ﾉ)＞E(u’)｝（６）
｛mj}異，：＝｛"ＥＮｌＰ{B"}＞0｝皿ｔｈｍｊ〈ｍｊ+，（７）
ＯＮ：＝ＵＢｍｊ （８）
ｍｊ≧Ⅳ
と置くと、
Ｃﾉvつｑｖ+，（９）
より、
Ｃ:＝ ｌｉｍｑｖ
Ｎ→CＯ ＝limSUPj→ｏｏＢｍｊ (10）
の存在が導かれる。Ａの定義(5)より、
Ｃ＝ＡｅｚｃｅｐｔＰ－ｍｅａｓｕｒｅｚｅｒｏｓｅｔ （１）
である｡次に数列{mj}異,を､部分列{mj(ﾙ)}農,に次のように分解する｡：
｛mj}塁,＝Ｕ{mＪ㈹}異， （12）
ｋＥＡ
ｗｉｔｈ
ｍｊ(A）＜ｍｊ+,(k）
｛mj(ん)}異,ｎ{mj(Ｉ)}里，＝雌≠I）
#{{mj(ん)}異,ｎ(脇,Khm+１１｝≦’/ｏｒｖｍＥＮ
い＝＃Ｎ(即ち、可算無限個）
(13）
(14）
(15）
(16）
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ここに、Ｍは、集合Ａの元の個数を表し、（Kｹ凧,Khn+,lは半開区間
を表す。
(Ｋｍ,Khm+,}:＝｛〃ＥＲｌＫ"‘＜韮≦Ｋm+,｝
D#)＝ＵＢｍｊ(偽)．
ｍＪ(k)≧ﾉｖ
と置くと、先と同様に、
Ｄ#)。Ｄ脳！
が成り立ち、これより
Ｄ(た)＝ｌｉｍＤ#)＝limsupj-ooBmj(k）Ⅳ一ｃｃ
と
Ｃｌv＝ＵＤ似
ＡＥＡ
が導かれる。（20)で、Ⅳ→ＣＯとすると
Ａ＝Ｃ＝ＵＤ(k）ｅ範cePtP-meas”ezeroset
AEA
となるが、Ｐ{A}＞OandlIA＝#Ｎより
ヨＩＥＮｓｕｃｈｔｈａｔＰ{Ｄ(1)｝＞０
が得られる。
Ｋ:=ﾉﾙ’山)州
と置くと、定理の前提(1)、即ち
Ｏ０
ＥＩＥｘ『､j(1血)l〈＋･･
ｊ＝１
(１７）
(18）
(19）
(20）
(21）
(2）
(23）
(24）
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から、次を満たす自然数Ⅳが存在する：
害〉E(Ｅｘ癖,(,ﾙ)’ （25）
ｍｊ(』)Ｚｊｖ
＝銅,震卿ﾉkxM血)ｄP("） （26）
〉銅,農"ﾉ旧紗,(‘血)州 （27）
〉,蝿忍卿ﾉL癖,",蔭(")州 （28）
≧ﾉﾄﾙﾙ)州 （29）
(28)より(29)は、ＤＷ＝U､,(1)≧jvBmj(1)に因る。
ノG%岬)州≧ﾉ;仏抑)｡P(")→ﾉ$仙弛)州=Ｋ（30）
より
ノGw感(")ｄP(")≧Ｋ （31）
が十分大きいｊＶに対して成り立つが、（25),…,(31)を考えると、これは
里〉Ｋ、（32）
２－
なる矛盾を導く。これより、(4)，（5)は成り立たず、これは定理の結論:(2)，
(3)が成立することを意味する。これで証明は完了した。□
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注：本論文は、津曲学園鹿児島国際大学学外研修規定に基づき、2010年
８月２１日より2011年８月２０日まで、リトアニア国首都ヴイルニュス市の
ヴィルニュス大学に長期国外留学をした成果である。文系の皆さんの中
には、随分と短い論文と感ぜられる方がおられるかも知れないが、数学
の論文の価値は、その長短に依らない。例えば、有名なピカー ル(Picard，
夕
CharlesEmile,1856-1941)の大定理、小定理を述べた論文については、次
の記述がある：
，'これらはピカー ルの学位論文(1879)で初めて示された．この論文は
10行ほどであり、「世界最短の学位論文」とされ、論文は量(厚さ）より
も質(内容)が重要という例によく引用される．…”
(一松信『微分積分学入門第四課』近代科学社，1991,ｐ,94）
又、有名なイギリスの数学者Littlewood,ＪＥ.(1885-1977)は、その有名
なエッセイ(BollobdsB61aedLjttje⑩Cod'S雌sce"α測り,CambridgeUniv，
Press,1986)の中で、次のように述べている：
"Thequestionrecentlyaroseinconversationwhetheradissertationｏｆ２
１ｉｎｅｓｃｏｕｌｄｄｅｓｅｒｖｅａｎｄｇｅｔａＦｂllowship・Ihadansweredthisfbrmyself
longbefbre;inmathematicstheanswerisyes、
Cayley'sprojectivedefinitionoflengthisaclearcaseifwem8Winterpret
''２１ines”withreasonablelatitude、WithPicard'sTheoremitcouldbe
literally2,oneofstatement,oneofproof.”
本論文は短いが、その重要な応用が多くある。そのことに関しては別の
論文で述べることとする。
